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Abstract. On s'interesse a la valeur maximale des nombres de Betti 
pour i,m,n fixes oil RX^ est la partie reelle d'une hypersur- 
face reelle non singuliere de degre m dans I'espace projectif com- 
plexe CP", ainsi qu'a la valeur maximale des nombres de Betti bi(M.Y^^.) 
pour i, k, n fixes oil ^Y^^. est la partie reelle d'un revetement double 
reel de CP" ramifie sur une hypersurface reelle non singuliere de degre 
2k. On montre I'existence de limites limm^+cx) ^i!^^"'^ = Ci n 
et limfc^+oo Max b^isiY^^) _ g ^^^^ construit des hyp ersurf aces par 
petites perturbations d'hypersurfaces doubles en utilisant la methode 
de Viro. Cette construction permet d'obtenir des bornes inferieures 
recursives pour les Co,n ^o,n, ainsi que les inegalites 3 > + 
6t Ci 3 ^ + I concernant les surfaces algebriques dans CP^. On 
montre alors que, pour tout n > 5, il existe des hypersurfaces reelles 
C CP" qui ne sont pas des T- hypersurfaces, et Ton obtient les 
inegalites § < Co,3 < ^ et § < (13 < f ■ 



Introduction 

Une hypersurface algebrique reelle de degre m dans I'espace projectif 
complexe CP" de dimension n est le lieu des zeros dans CP" d'un polynome 
/ homogene de degre m en n + 1 variables et a coefficient reel (ici et par la 
suite / designera I'homogeinise d'un polynome affine /). Sa partie reelle est 
alors le lieu des zeros dans MP" du polynome /. En general, on notera 
une hypersurface algebrique reelle non singuliere de degre m dans I'espace 
projectif complexe CP". Les resultats presentes ici s'inscrivent dans le cadre 
du probleme de la classification des types topologiques possibles de 
pour m et n fixes (16'^™'^ probleme d'Hilbert). 
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On appelle hypersurface doublee toute hypersurface projective reelle X 
de degre 2k dans CP" obtenue comme petite deformation d'une hypersurface 
double: 

X = {fk{Zf - e ■ f2k{Z) = 0} C CP", 

oil e > est suffisamment petit, et fk (resp. f2k) est un polynome reel 
homogene de degre k (resp. 2k) en n + 1 variables Zq,--- ^Z^. Dans ce 
papier, les hypersurfaces et ^X^^ definies respectivement par et f2k 
seront non singulieres et s'intersecteront transversalement. Dans ce cas MX 
est non singuliere et s'obtient en "doublant" MX^_^ = MX^n{/2fc > 0}. On 
pent le voir directement ou bien remarquer que MX s'obtient par une petite 
deformation reelle a partir de la sous variete lisse My = {[/^ _ /2fc(Z) = 
0,/fc(Z) = 0} de I'espace projectif tordu MP"+^(_1,A;) (les out poids 1 et 
\J le poids /c) en considerant la famille {?7^ — f2k{Z) = 0, fk{Z) = t ■ U} 
parametree par < t < ^/e (en particulier MX est homeomorphe a My). 

Les hypersurfaces doublees out deja ete utilisees en topologie des varietes 
algebriques reelles. A titre d'exemple, tous les types topologiques pos- 
sibles de quartiques MX| dans MP^ peuvent, a une exception pres, etre 
realises comme parties reelles de quadriques doublees |Vlj . Les resultats 
et constructions presentes ici peuvent etre vus comme des generalisations 
de ceux de |Blj qui concernaient les surfaces algebriques reelles dans CP^ 
(voir la remaraue 13. If) . On construit ici des hypersurfaces doublees de tout 
degre et toute dimension en utilisant la methode bien connue due a O. 
Viro |V2l IV31 IV41 IR] de construction de varietes algebriques reelles avec 
topologie prescrite. Les polynomes affines fk et f2k definissant I'hypersurface 
doublee X sont des polynomes de Viro associees a des fonctions convexes 
globalement affines, et I'extension de la methode de Viro au cas des inter- 
sections completes obtenue dans |B2j permet alors de determiner la topolo- 
gie du triplet (MP", MX^, MX2^). On obtient que I'hypersurface doublee 
MX est homeomorphe au resultat d'un "decoupage-collage" sur I'union des 
varietes produits MX[ x My2"^~', / = I,--- , n, oil X[ est I'intersection de 
X^ avec un /-sous-espace de coordonnees de CP" et Y^fT^ est le revetement 
double reel d'un (n — /)-sous-espace de coordonnees ramifie sur son inter- 
section avec X2k- De tels revetements doubles Y^fT^ sont appeles plans 
doubles et occupent une place importante dans I'etude des varietes reelles, 
notamment (pour n — I = 2) des courbes reelles planes. Notons qu'un plan 
double reel y2'^ se plonge dans I'espace projectif tordu CP""^^(l,fc) (muni 
de la conjugaison complexe usuelle) comme y2'^, = {C/^ ± f2k{Z) = 0} si 
X2k = {f2k{Z) = 0} est le lieu de ramification (on dira que {U'^ — f2k{Z) = 0} 
est le plan double reel associe au polynome f2k)- H est en general assez dif- 
ficile (pour n > 3) d'expliciter completement la topologie de MX du fait des 
collages. Neanmoins, on pent se concentrer sur la "partie asymptotique" 
du type topologique de MX lorsque k — > +oo, auquel cas les collages devi- 
ennent negligeables et les hypersurfaces X^ et X2^~^ peuvent etre choisies 
arbitrairement (Proposition I3.4( l . On peut alors obtenir des estimations sur 
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les comportements asymptotiques pour m (resp. k) +00 des valeurs max- 
imales des nombres de betti 6i(MX^) (resp. bi{WY'2f.)) lorsque i et n sont 
fixes (les groupes d'homologie sont pris a coefficients dans Z/2). On mon- 
tre (Proposition 13. Ij) que les suites Maxbi{E.XJ^) et Maxbi(MY^fS) indexees 
par m et k, sont asymptotiquement equivalentes a dn' ^t a 5 • k'^, 
respectivement, pour certains reels Cj « ^t 5i^n- En d'autres termes, pour i 
et n fixes, on montre I'existence des limites 



lim ^ tUL = hni -1 ^=(^.^. 

Notre construction d'hypersurfaces doublees permet alors de montrer les 
inegalites ftheoremes I3.1l et et 13. 2() 



^ n—l n—1 

Co,n > 2n _ 2 ^ ''0.' ■ ^ 0'"-'' ^ 0,n > ^ Co,l ' ^ 0,n-l + Co,n- 
1=1 1=1 

On obtient ainsi des bornes inferieures recursives pour les Con (5o,n, 
desquelles est extraite une borne explicite fProposition 13.5(1 

Co,n ^ 2"-l ■ 

Des bornes superieures (Proposition I3.2() sont egalement obtenues de 
maniere classique en utilisant I'inegalite de Smith-Thorn 

b^RX) < b^X), 

valable pour toute variete algebrique reelle X et ou 6* designe la somme to- 
tale des nombres de Betti, ainsi que les inegalites de Comessatti-Petrowsky- 
Oleinik generalisees 

Ix(MX) - 1| < /it'f (X) - 1, 

valables (en particulier) pour toute variete algebrique projective reelle non 
singuliere de dimension paire n et ou x designe la caracteristique d'Euler et 
h2'2 le nombre de Hodge de type (§,§). On renvoie a |De-Khaj pour un 
survey recent sur la topologie des varietes algebriques reelles. 

Le tableau 1. (sous-section I3.2|) recense les estimations obtenues pour 

Co,n ^ o,n tels quc n < 7. 

On s'interesse ensuite des surfaces algebriques reelles dans CP^. 

On montre les inegalites (Theoreme 13. 3|) 

S 2 1 ^ 5 6 -I 2 ^ ^ 5 
6 12 - - 12' 6 6 - ^'^ - 6 
Comme corollaire de ces inegalites et des inegalites 5o,2 > f| et 5 1.2 > '^■ 
realisees par de recents contre-exemples a la conjecture de Ragsdale obtenus 
par Itenberg 1131 , on ameliore (Theoreme I3.1|l le resultat principal de [Bl] 
(voir la remarque I3.1|l 
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35 , 5 35 , 5 

96 - ^""^ - 12' 48 - ^^'^ - 6 
On s'interesse ensuite (voir la sous-section l3.3p aux T-varietes algebriques 
reelles qui sont par definition des varietetes algebriques reelles construites 
par la version combinatoire de la methode de Viro appelee patchwork com- 
binatoire ou T- construction (voir la sous-section I3.3j) . Le patchwork com- 
binatoire est un outil de construction tres puissant. II a par exemple servi 
a Itenberg pour obtenir des contre-exemples a une vieille conjecture at- 
tribuee a Ragsdale (voir TT, TS'), ainsi qu'a Viro et Itenberg |I-Vj pour 
montrer I'exactitude de I'inegalite de Smith-Thorn pour les hypersurfaces 
algebriques C CP"" de tout degre et toute dimension. La question est 
alors d'estimer la "richesse" des T-varietes. On montre (Proposition 13. 6|) 
I'existence de nombres reels Thi^n et Tdi^n definis comme pour et di^n 
mais en se restreignant aux T-varietes de la famille correspondante. Des 
bornes superieures pour certains de ces nombres ont recemment ete obtenues 
par Itenberg et Shustin |I-Sj . Notre construction permet alors de montrer 
(Theoreme 13. 4j) I'existence d'hypersurfaces X^^ C C-P" qui ne sont pas des 
T-hypersurfaces pour tout n > 5 et tout degre m suffisamment grand. 

Le papier est divise en trois sections. La premiere section est consacree 
a des rappels sur la methode de viro. Dans la deuxieme section on presente 
notre construction d'hypersurfaces doublees. La derniere section est con- 
sacree aux applications de cette construction concernant des valeurs maxi- 
males asymptotiques de nombres de Betti. 

1. Methode de Viro 

On commence par rappeler la notion de carte d'un polynome. 

1.1. Cartes d'un polynome. A partir de maintenant, un point entier 
de U."- est un point a coordonnees entieres et un polytope est un polytope 
convexe a sommets entiers dans M". Soit T^ le polytope de Newton d'un 
polynome affine generique de degre m en n variables: 

T^ = conv{{yi,-- • G M", yi, - • • ,yn > 0, yi H \- Vn < m}. 

On note eo = (0, • • • ,0) et le sommet de T^ dont la coordonnee yi est 
egale a m. Solent Z = {Zq : ■ ■ ■ : Zn) des coordonnees homogenes sur 
CP". On fait correspondre a chacune des faces F de T^ (comprenant T^ lui 
meme) un sous-espace projectif de CP" comme suit: si F = conv{ei, i €z 1} 
avec / C {0, • • • ,n}, alors X{T) est le sous-espace projectif CPl^l^^ de 
coordonnees homogenes Zi, i £ I, i.e. le sous-espace d'equations Zj = 
0, j £{0,--- ,n}\I. 

On considere la carte affine {Zq ^ 0} munie des coordonnees affines 
z = {zi,--- , Zn) avec Zi = Zi/Zo, i = 1, ■ ■ ■ ,n. Si f{z) est un polynome 
de polytope de newton T^ et F est une face de T^, alors I'intersection de 
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I'hypersurface {/ = 0} C CP" (definie par rhomogeinise de /) et du sous- 
espace X(r) coincide avec I'hypersurface {f = 0}c X{r), on f est le 
tronque de / sur T: f^{z) = Y.w<^r ^^z"" si f{z) = auiZ^ . 

Ce que Ton vient de decrire est un cas particulier d'une correspondance 
P — > X{P) (surjective mais non injective) de rensemble des polytopes sur 
celui des varietes toriques projectives (normales ou non) ayant les proprietes 
suivantes. Pour toute face F d'un polytope P la variete ^(r) se plonge 
comme une sous variete torique de X{P) de telle sorte que pour deux faces 
r et r' de P Ton ait X{V)r\X{V') = X{rnT'). Tout polynome / de polytope 
de Newton P dcfinit unc hypcrsurfacc dc X{P), ccttc hypersurface intersecte 
X(r) le long de I'hypersurface definie par pour toutc face F dc P. 

Soit P un polytope situe dans I'orthant positif L'application 
moment associee a un ensemble de points entiers V d'enveloppe convexe P 
est l'application : (C*)" — > P definie par 



On identifie a (Z/2)" le groupe des symetries de M" par rapport aux 
hyperplans de coordonnees {yi = 0} ainsi que le groupe des symetries de 
M" par rapport aux hyperplans de coordonnees {zi = 0} via les isomor- 
phismes g = (ei,--- ,e„) ((yi,--- • • • ,(-l)^"yn)) et 

g = (ei,--- ,en) 1-^- ((^i,-- - ,Zn) ^ {{-'^T'^zi,- ■ ■ ,(-l)^"Zn)). Le groupe 
de symetries identifie a (Z/2)" sera clair suivant le contexte. 

On note M.{g) I'orthant obtenu en prenant I'image de (R!^)"^ par g G 
(Z/2)". On considere la restriction de ^ a (M;^)" et on etend l'application 
obtenue en une application (que I'on appellera a nouveau application mo- 



ment) 4> ■ (M*)" ^ P* ou P* = U^g(z/2)»ff(^) par la regie ^(^(z)) = gi<j)iz)) 



si z G (M;^)". Si P est d'interieur non vide i.e. dim(P) = n, alors (p est 
un diffeomorphisme de M.{g) sur I'interieur de g{P) pour tout g G (Z/2)". 
Soit Cp la variete topologique resultant des identifications suivantes sur P*: 
pour toute face F de P* et tout vcctcur a G orthogonal a F, la face F est 
identifiee a la copie symetrique g{T) ou g est la reduction de a dans (Z/2)". 
Pour toute face F de P, I'image de Ugg(2/2)"ff(r) dans Cp coincide avec Cr 
et, si dim(P) = n, l'application (p pent ctre ctendue en un homcomorphisme 
RX{P) ^ Cp envoyant MX(F) sur Cr pour toute face F de P. Un tel 
homeomorphisme sera dit stratifie par la suite. 

A titre d'exemple, si P = T^"j alors Cp s'obtient en identifiant les points 
antipodaux situes sur le bord du polytope 



Soit / un polynome de polytope de Newton P. On appelle carte de / 
chacun des ensembles 



Hz) 




conv {{±m, 0, • • • , 0), (0, ±m, 0, • • ■ , 0), • • • , (0, • • • ,0, ±m)}. 



CUf) ■■= e f{z) = 0}) C g{P), g G (Z/2)", 
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ainsi que I'adherence Cp(f) dc <j){{z £ (M*)", f{z) = 0}) dans Cp (ces cartes 
dependent de I'ensemble V choisi, dans cc papier on prendra toujours V = 
PnZ"). Notons que Ton a C|,(/) = g{Cf{fog)). La carte Cp{f ) s'obtient 
par recollement des cartes Cp{f) dans Cp et verifie la propriete Cp(/)nCr = 
Crif^) pour toute face F de P. Si dim(P) = n, I'application (f> donne, pour 
tout g e (Z/2)", un homeomorphisme de paire {M.{g),{f — 0} n M(5)) ~ 
{int{g{P)),Cp{f)) et s'etend cn un homeomorphisme (M.X{P),{f = 0}) ~ 
{Cp,Cp{f)). Le polynome / est dit non degenere si pour toute face T de 
P (comprenant P lui meme) le tronque de / sur F definit une hypersurface 
non singuliere dc (R*)". Si / est non degenere et X{P) est non singuliere 
alors I'hypersurface de RX{P) definie par / est non singuliere. 

1.2. Transformations affines entieres unimodulaires. Onrappelle 
des resultats bien connus qui nous seront utiles a plusieurs reprises. Notons 

AFFnC^) le groupe des transformations affines unimodulaires de M" a coef- 
ficients entiers. Soit A G AFFn{Z). La transformation A est la composee 
d'une translation par un point 6 G et d'une transformation L G GLn{1), 
que I'on appellera partie lineaire de A. Le changement de coordonnees mul- 
tiplicatif du tore complexe correspondant a A (en fait a L) est I'application 

A, :(CT^(CT> z = {zu--- ,zn)^~z = {zu--- ,Zn) 
definie par 

Zi \ j = l,---,n. 

i=l 

Soit P un polytope dans M". On a alors X{A{P)) = X{P). L'image 

par A d'un polynome / G ^[zi,--- , 2;„] defini par f{z) = ^a^z"^ est le 
polynome / G M[ii,--- defini par f{z) = z^ ■ '^ay,z^'^'^\ Si P est 
le polytope de Newton de /, alors le polytope de Newton de / est A(P). 
A partir de I'egalite z^ = valable pour tout w G Z", on obtient 

facilement que f et f dcfinisscnt la meme hypersurface dans (C*)"^, et done 
dans X{A{P)) = X{P). En particulier, / est non degenere si et seulement 
si / Test. De plus, si (p : (C*)" — > P est I'application moment relative au 
systeme de coordonnees (zi, • • • ,Zn) et 4> '■ (C*)" — A(P) est I'application 
moment relative au systcmc de coordonnees {zi,--- ,Zn), alors on a (A o 
(f)){z) = (p{z). En utilisant cette egalite, on peut toujours se ramener au cas 
ou le polytope est non vide (de dimension maximale). 

1.3. Methode de Viro pour les hypersurfaces. On considere une 
hypersurface reelle de degre m dans CP" definie, pour t > suffisamment 
petit, par un polynome afHne 

Mz) = ^ a^t^(-)z- 
weT 



ASYMPTOTIQUES DE NOMBRES DE BETTI 



7 



de polytope de Newton T^, ou les 0^^, sont des coefficients reels et v est une 
application a valeurs entieres definie sur T C (Z)". Un tel polynome est 
appele polynome de Viro. 

On associe a une subdivision polyedrale r de T en projettant par 
TT : M" X M ^ M la reunion G des faces de la partie inferieure du bord du 
polytope 

T = conv {{w, i^{w)), w € T} 

{G est I'union des faces compactes du polyedre (0, • • • , 0) xR++T). Une sub- 
division polyedrale obtenue de cette maniere est dite convexe (ou coherente). 
Soit / le polynome obtenu en posant t = 1 dans ft- On fait I'hypotliese suiv- 
ante. 

Hypothese. Pour tout F G r le polynome est non degenere. 

Les cartes Cp{f^), F G r et g G (Z/2)", se recollent entre elles dans Ct- 
Soit 5 le resultat d'un tel collage. Notons X I'hypersurface reelle {ft{x) = 0} 
de degre m dans CP"'. 

Rappelons qu'un homeomorphisme MX(P) — > Gp est dit stratifie si il 
envoie MX(r) sur Cr pour toute face F de P. On peut maintenant enoncer 
le theoreme de Viro [Vl |V3l |V4] (voir aussi [El |B2]). 

Theoreme 1.1 (Viro). Pour t > suffisamment petit le polynome ft 
est non degenere (en particulier MX est non singuliere) et il existe un 
homeomorphisme stratifie MP" — > Gt envoy ant MX sur S. 

1.4. Methode de Viro pour les hypersurfaces doublees. On con- 
sidere une hypersurface doublee reelle X = {/| — e • f2k = 0} (0 < e <C 1) 
de degre 2k dans CP" oii fk et f2k sont, pour t > suffisamment petit, des 
polynomes de Viro fk = fi,t et f2k = /2,t 

/,,4(z) = ^ a,,^t^'("')z"', i = l,2, 

de polytopes de Newton Ti = TJ! et T2 = T^, respectivement. 

On note ti la subdivision polyedrale de Tj associee a vi. Soit T = T^^ la 
somme de Minkowsky T1+T2. On associe a la paire (1^1, V2) une subdivision 
polyedrale r de T en projettant par vr : R" x M — > M" la reunion G des faces 
infer ieures du polytope 

T = conv{{wi + W2, T^i{wi) + V2{w2)), Wi e %}. 

Notons Gi la reunion des faces de la partie inferieure du polytope Tj corre- 
spondant a Vi (tj s'obtient done en projettant Gi). Alors chacune des facettes 
(faces de dimension maximale) de G s'ecrit de maniere unique comme la 
somme de Minkowsky d'une face de Gi et d'une face de G2. En projet- 
tant, on obtient alors une representation, induite par (1/1,1^2)) de chaque 
polytope F £ T comme P = Pi -|- Fi £ t^. Par la suite, lorsque Ton 
ecrira P = Pi + P2 avec P G r et Pj G Tj, on se referrera toujours a la 
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representation induite par {ui,U2). Pour i = 1,2, on note fi le polynome 
obtenu en posant t = 1 dans fi^t- On fait les hypotheses suivantes. 

Hypotheses. 

(1) Pour tout Fi & Ti, le polynome //^' est non degenere. 

(2) La paire (1^1,^2) est suffisamment generique au sens ou si F = 
Fi + F2 avec F G r et Fj G r^, alors dim(F) = dim(Fi) + dim(F2). 

Sous la deuxieme hypothese, la subdivision r est dite mixte. 

Pour chaque polytope F G r et chaque g G (Z/2)", si F = Fi + F2 avec 
Fi G Ti, on considere les sous-ensembles de g{F) = g{Fi) + g{F2) 

C'FSfi')+g{F2), + 

Les ensembles Cp^{f^^) + g{F2), F £ t et g £ (Z/2)"', se recollent entre 
eux dans Ct- Soit le resultat d'un tel collage. De meme, les ensembles 
g{Fi) + Cf^^C/j^"), F G r et 5 G (Z/2)'', se recollent entre eux dans Ct- 
Soit le resultat d'un tel collage. Notons Xf^ et respectivement les 
hypersurfaces {fi^t = 0} et {/2,t = 0} de CP^. 

Le resultat suivant est un corollaire immediat de f |B2j . Theoreme 2.1.) 

Proposition 1.1. Pourt > suffisamment petit, les hypersurfaces RX^ 
et MX2k sont non singulieres, s 'intersectent transversalement, et il existe un 
homeomorphisme stratifie MP"' Ct envoyant MX^ sur et M.X2k sur 

Notons que la proposition precedente implique que, pour t > et e > 
suffisamment petits, I'hypersurface doublee MX = {fi t — e - f2,t = 0} C MF" 
est non singuliere. On definit deux sous-espaces et 5^ de Ct par les 
conditions 

Ct = sIus^_, s^ = slns^_ 

et, si designe I'image dans Ct du sommet (0, • • • ,0) de T, 

Og5^ ^ ±/2,t(0,--- ,0) >0. 

Un homeomorphisme stratifie MP"" — > Ct envoie (1 : : • : 0), qui est 
la variete torique associee au sommet (0, • • • ,0) de T, sur 0. Par suite, un 
tel homeomorphisme envoie {ib/2,j(Z) > 0} sur Sj.. Rappelons que MX 
s'obtient en doublant MXfc,+ := {Z G MXjt, f2,t{Z) > 0}. La proposition 
II. II implique done le resultat suivant. 

Corollaire 1.1. Pourt,e > suffisamment petits, I'hypersurface doublee 
MX est non singuliere et MX^^^. est homeomorphe d S'^ H . 

Soit C g{F2) I'image de {z G m{g), fi'{z) > 0} par une 

application moment 4> envoyant {z G R{g), f2^iz) = 0} sur C|,^(//'^). Alors 
5^ s'obtient par recollement des 

9iF,) + C^^^ifp) C g{F) 
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et done 5^ n s'obtient par recollement des 

2. Construction 

On reprend la construction decrite dans la sous-section II .41 d'une hyper- 
surface doublee. 

Soit X = {f^ — e ■ f2k = 0} (0 < e <C 1) une hypersurface doublee de 
degre 2k dans CP" ou fk et f2k sont donnes, pour t > sufiisamment petit, 
par des polynomes de Viro fk = fi,t et f2k = f2,t 

= ^ a,,^^^^'")^-, i = l,2 

et supposons a partir de maintenant que, pour i = 1 et i = 2, 

I'application Ui est la restriction d'une application affine sur W^. 

Chacune des triangulations associee a Ui est alors triviale au sens ou 
elle consiste en la reunion des faces de Tj (en particulier, la triangulation 
contient Tj comme seul n-simplexe et les sommets de Tj sont les sommets de 
Tj). Pour i = 1, - ■ ■ , n, on note Ui (resp. Vi) le sommet de Ti (resp. T2) dont 
la i-eme coordonnee est egale a k (resp. 2k) puis uq = vq = {0, ■ ■ ■ ,0). Soit 
r la subdivision convexe deT = T1 + T2 associee a la paire {ui, 1/2). Chacun 
des polytopes de r est la forme Fi + F2 ou Fj est une face de Tj . Rappelons 
que T est mixte si et seulement si chacune de ces sommes Fi + F2 est une 
somme directe. 

Lemme 2.1. La subdivision t est une subdivision mixte si et seulement 
s'il existe une permutation a de {Q, - ■ ■ ,n} pour laquelle r soit consituee des 
n-polytopes 

Fi = con?;{n^(o),- • • ,u„(«)} + conv{v„(^i), ■ ■ ■ ,v„(n)}, / = 0, • • • ,n 
( et de leurs faces). 

Preuve. Le "Cayley trick" combinatoire (voir |S2^ IH-R-Sj ) etablit 
une bijection entre les subdivisions mixtes convexes de Ti +T2 a sommets 
dans {ui + Vj | i, j = 0, • • • , n} et les triangulations convexes a sommets dans 
{ui X {0} \ i = 0, • • • , n} U {vj X {1} \ i = 0, • • • , n} du prisme obtenu en 
prenant le join (Ti x {0}) ★ {T2 x {!}) c Cette bijection envoie un 

simplexe (o"! x {0}) * (cr2 x {2}) de la triangulation du prisme (dj est une 
face de Ti) sur le polytope ui + 02- De maniere evidente, I'ensemble des 
triangulations convexes du type precedent est en bijection avec celui des 
triangulations convexes a sommets entiers du prisme x T\. Le resultat 
decoule alors de la description connue des triangulations convexes a sommets 
entiers de T" x T\ (voir, par exemple, |G-K-Zj . section 7.3.C). □ 

Pour i = I,-- - ,n, posons Oj = vi{ui) et 6j = V2{vi) de telle sorte 
que vi et 1^2 soient les restrictions des applications affines (yi,-- - ,yn) ^ 
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i EiU(«i - «o)yi + oo et (yi, • • • , y„) = ^ YJi=o{bi - bo)yi + ^0, respec- 
tivement. 

Proposition 2.1. La subdivision r est une subdivision mixte si et seule- 
ment si 2ai — bi ^ 2a j — bj pour tout i ^ j, auquel cas, r est constituee des 
n-polytopes 

Fi = conv{u„^o),- ■ ■ , u^Q)} + conv{v„Q),- ■ ■ , v^^^)}, Z = 0, • • • , n 
ou a est I'unique permutation de {0, - ■ ■ , n} telle que 

2acr(0) - ba{0) < 20(^(1) - ?'(t(1) < • • • < ^aa{n) - K{n)- 

Preuve. Supposons que r soit une subdivision mixte associee a une 
permutation a et montrons que Ton a 2a„(^Q-^ — ^^(o) < "^^aii) ~ ^(t(i) < • • • < 
2a(7(ra) ~ ^cr(n)- Quitte a utiliser la transformation de AFFni'^) envoyant 
^<T(i) + ■"^(i) sur Ui + Vi pour i = 0, • • • , n (une telle transformation envoie 
Mo-(i) et ^^(j) sur Ui et Vi, respectivement), on pent se ramener au cas oti 
(T est I'idcntitc i.e. r est la subdivision mixte dont les n-polytopes sont Ics 
Fi — conv{uQ, ■ ■ ■ , n;} + conv{vi, ■ ■ ■ , Vn}, I = 0, • • • ,n. Soit : T — > M 
la fonction (convexe, affine par morceaux) dont le graphe est G. Pour tout 
Z = 0, ■ • • , n, il existe une fonction affine a; : — M telle que u{y) > 
Gtl{y) G T\Fi et u{y) = ai{y) My G Fi. Sachant que Ui + Vj ^ Uii + 
Vj' V / {i' on obtient que ^{ui + Vj) = I'liui) + i'2{vj) = ai + bj pour 
tout (i, j) G {0, • • • ,n}^. On connait alors les valeurs de ai aux sommets 
de Fi. Ces valeurs determinent ai puisque a; est affine et que Fi est de 
dimension n. On obtient que ai est I'application envoyant (yi, • • • sur 

1 ' 1 " 

i=l i=l+l 

On montre ensuite facilement que les inegalites + bj = v{ui + Vj) > 
ai{ui + Vj) valables pour tout / = 0, • • • ,n et tout Ui + Vj E:T\Fi impliquent 
que 2ao — 6o < 2ai — 6i < • • • < 2a„ — 6„. 

Reciproquement, supposons que r ne soit pas une subdivision mixte. II 
existe alors une face Fi de Ti et une face F2 de T2 telles que F = F1 + F2 E t 
et dim(F) < dim(Fi) + dim(F2). Pour de telles faces Fi et F2, il existe 
i,j G {0, • • • ,n}, i / J, tels que, d'une part, Ui et iij sont des sommets 
de Fi, d'autre part, Vi et Vj sont des sommets de F2. Les points Uj + v^, 
tij + Vi et + Vj appartiennent alors a F et verifient I'egalite Uj + Vi = 
2/3{ui+Vi)+l/3{uj +Vj) . L'application etant affine sur F, on en deduit que 
u{uj+Vi) = 2/3i'{ui+Vi)+l/3u{uj+Vj) i.e. Uj+bi = 2/3{ai+bi)+l/3{aj+bj) 
et done 2ai — bi = 2a j — bj. □ 

Pour se fixer les idees, on va maintenant supposer que la subdivision r 
est la subdivision mixte dont les n-polytopes sont les polytopes 

Fi = Fi + F^-\ Z = 0,---,n 
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ou Ton pose 

fI = conv{uo, ■■■ , ui}, F'2~^ = conv{vi, ■ ■■ , 

Pour cela il suffit de choisir des valeurs pour les et bi telles que 2ao — 
bo < 2ai — bi < ■ ■ ■ < 2an — bn- 

ExEMPLE 2.1. Si bi = et Oj = ki pour i = 0, - ■ ■ ,n de telle sorte que 
V2 soit Vapplication nulle et ui la restriction de I'application (yi, • • • ,y„) ^ 
yi + 2^2 + • • • + nyn, alors la subdivision r associee est la subdivision mixte 
dont les n-polytopes sont les polytopes 

Fi = F[ + F^-\ l = 0,---,n. 
On note comme dans la section precedente fi [i = 1,2) le polynome 

obtenu en posant t = \ dans fi^t, puis on pose /{ = /i ^ et = /2 ^ 
(notons que = /i et que /^^ = /2). On fait I'hypothese suivante. 

Hypothese. /i et /2 sont des polynomes non degeneres. 

Par definition, chacun des f\ et f2~^ est alors non degenere. Les deux hy- 
potheses de la sous-section II .41 sont done maintenant satisfaites. Rappelons 
que X{F[) = {Zi+i = • • • = Z„ = 0} C CP" et que X{F^-^) = {Zq = ■ ■ ■ = 
Zi^i = 0} C CP". Les polynomes /{ et /^~^ definissent des hypersurfaces 
dans X{Fl) et X(P^~^), que Ton note X[ et X^iT^ , respectivement. On a 
alors 

xi = x^nx{Fi) et x^,-' = x^,nxiFr'). 

Chacun des f- etant non degeneres, chacune des hypersurfaces MX^ et 
MX^^'' est non singuliere. 

Soit I un nombre entier compris entre 1 et n — 1. On considere la tran- 
formation affine Ai (resp. A2, A) permutant uq et ui (resp. vq et vi, 
uq + vq et ui + vi) et laissant fixe chacun des autres sommets de Ti (resp. 
r2, T). Les transformations Ai, A2 et A appartiennent a AFFnC^) et ont 
pour meme partie lineaire la matrice L G GLn{1j) definie par Lij = — 1 
si i = / et Lij = 5ij sinon. Jusqu'alors le systeme de coordonnees utilise 
pour le tore algebrique complexe (C*)" = CP" \ Uf^gi^j = 0} etait le 
systeme de coordonnees z = {zi, • ■ ■ , Zn), Zi = Zi/Z^, de la carte affine 
{Zq 7^ 0}. Les tranformations affines Ai, A2 et A correspondent au meme 
changement de coordonnees multiplicatif z ^ z defini par z = (ii, • • • , i^) 
avec zi = Zq/Zi et Zj = Zi/Zi si i 7^ /. Solent f[ et /^~' les images 
dans M.[z\ de /{ et fl^'^ par Ai et A2, respectivement. Le polytope de 
Newton de f\ est le polytope Ai(P|) et celui de /^"' est A2(P2"~')- On 
decompose I'espace R" contenant ces polytopes comme le produit x M"^' 
en identifiant a {(2/1,- •• ,yn) e R" I y/+i = • • • = = 0} et M""' a 
{(2/1, •• • , yn) S R" I yi = • • • = = 0}. Le polynome /{ est alors vu comme 
un polynome appartenant a M[fi,--- ,zi\ et ayant pour polytope de New- 
ton Ai(P{) C M'. De meme, le polynome ' est alors vu comme un 
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polynome appartenant a M[2;+i, ■ ■ ■ , Zn] et ayant pour polytope de Newton 
A2{F^-^) C M"-'. Les hypersurfaces Xl C X{FI) et Xl^'^ C X(F2"-') 
sont definies par les homogeinises de /[ et de ' (qui coincident avec les 
homogeinises de f[ et de /^~'), respectivement. 

Notons TTi (resp. 7r2) la projection de (Z/2)" = (Z/2) x (Z/2)"~ sur 
son facteur (Z/2)' (resp. (Z/2)"-') et vr : (Z/2)" ^ (Z/2)' x (Z/2)"-' 
I'application g i-^ {Tri{g),TT2{g)). Pour tout g € (Z/2)", onaalors (7(Ai(F|)) = 
ffi(Ai(F^)), 5(A2(Fr')) = ff2(A2(Fr')) si 7r(g) = (51,52). 

Designons par c.c (M*)'^ la reunion des 2" composantes connexes (que 
I'on appellera orthants) de (M*)" = MP" \ U^^ojZj = 0}. Solent tpo et V'z 
les parametrisations (bijections) (Z/2)" ^ c.c (M*)" definies par tpoid) = 
{(zi,-- - e M" I (-l)''2i > 0, i = I,-- - ,n} et Md) = {(^i,--- ,^n) G 
M" I (-l)''5i > 0, i = I,--- ,n}, si 5 = (ei,--- • On a V'o(ff) = ^(5) 
dans les notations precedentes. On a deja defini I'orthant positif comme 
etant (R^)'' = {(^i,-- - , z„) G M" | > 0, i = 1, • • • , n}. Notons que 
I'on a (M^)" = ijoiid) = ^i{id), puis que ?/^o(ff) = 5((IK+)") (resp. VK^) = 
c/((M:;)")) pour tout g G (Z/2)" si I'on identifie a (Z/2)" le groupe des 
symetries de M" par rapport aux hyperplans de coordonnees {zi = 0} (resp, 
{zi = 0}) comme dans la sous-section 11.11 

Soit c.c(M*)' (resp. c.c(M*)'^~') I'union des composantes connexes de 
(R*)' = RX{F[)\u\^Q{Zi = 0} (resp. (M*)""' = RX{F^~^)\\J'^^i{Zi = 0}). 
Par restriction, on obtient des parametrisations 'i/'/,i '■ (Z/2)' c.c(M*)', et 
V'i,2 : (Z/2)""' c.c(R*)""' telles que V'Kfl') = i^i,i{9i) x "^1,2(92) pour tout 
g E (Z/2)" avec Tr{g) = (51,52). Soit ai = ijf' o : (Z/2)" ^ (Z/2)" 
I'application de changement de parametrisation. On a alors R{g) = tpoig) = 
i'limig)) pour tout 5 e (Z/2)'^. 

Pour tout nombre entier I compris entre et n, on note 

Y^'-^ = {C/2 - /^-'(Z) = 0} C CP"-'+Hl, fc) 

le plan double associe a /2 et 

RP_^-' = {/^-' > 0} C MX(F2""^)- 

Rappelons que MY^j^'' est non singulier (/^~' est non degenere), se projette 
sur MP"~' et se ramifie sur MX^j^'' . On note, respectivement, 

RXiii.) , MX2V'(*) , MP^-'(*) et My2r'(*) 

les intersections RXl n (M*)^ MX^^"' n (M*)""', MP^'"' n (M*)""' et la partie 
de M.Y^-^ se projettant sur MP_^"'(*). 

De la meme maniere, si 1 < / < n — 1 et si (51,52) G (Z/2)' x (Z/2)"^', 
on note, respectivement, 

m4(5i), MX2V'(<72), MP^-'(52) et Ml^fc^'te) 
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les intersections MX[ n V'i.ito), ^^^k^ n ^^^,2(52), ^P+'^ n ^(,2(52) et la 
partie de RY^~^ se projettant sur RP^~\g2). 

Lemme 2.2. Soit g G (Z/2)". 

Pour tout nom,hre entier I compris entre 1 et n — 1, si (51,52) = (tt o 
ai){g), alors on a les homeomorphismes suivants: 

c^„_,^(/r')^Mpr'(ff2) 

Preuve. Soient (/> : (C*)" F[ I'application moment associec a Fl ct 
(pi : (C*)' — > Ai(i^l) I'application moment associee a Ai{Fl), relativcmcnt 
aux systemes de cooordonnees {zi, - • ■ , Zn) pour (C*)" et (5i, • • • , zi) pour 
(C*)'. Sachant que z'^ = zf''z'^'^^^\ on en deduit que pour tout {zi, - ■ ■ , Zn) 
on a (Ai o (f)){zi, ■■■ ,Zn) = (t>i{h, ■■ , k), Puis que 

Soit g G (Z/2)" et gi = (vri o ai){g). Sachant que z = {zi, • • • , Zn) G ^{g) = 
■00(5) ^ (5i, • • • , ^0 € V'i,i(5i)i on obtient que 

Maintenant, par definition on a 

C'^tifi) = 9 {C'^pi o g)) , C^^^i^ifi) = 51 {C^^^ipi o 51)) . 

Par consequent gi o Ai og : g{F[) — ^ (51 o Ai)(i^|)) est un homeomorphisme 
envoyant C^iifi) sur C^^^j^i^{f[). Pour finir, le polytope Ai(F|) etant 

dc dimension la restriction de (pi a (R^)' est un homeomorphisme sur 
I'intcrieur de Ai(F^), et done gi o (f>i o gi '■ ^;,i(5i) {gi ° ^i)(^i) est un 
homeomorphisme envoyant M.Xj^{gi) sur C'^^^pi)(/i)- La demonstration de 
I'existence des deux autres homeomorphismes est tout a fait similaire. □ 

La remarque qui suit nous sera utile dans la demonstration de la propo- 
sition plus bas. 

Remarque 2.1. Sachant que RX^ = RX°^ = 0, pour tout g G (Z/2)" 
on a 

Rappelons que F^ = (0, • • • ,2k) et que = f^^ = 02,(0,... ,o,2ifc)4''- On 
obtient que pour tout g G (Z/2)"' on a 

• «2,(0,-,0,2fc) > ^ 

<^4o,+ (/2°) = C^o = {(0, • • • , 0, 2k)}, MP° = X{F^) = {(0 : • • • : : 1)}, 
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• «2,(0,-,0,2fc) < =^> 

On peut maintenant enoncer le resultat principal de cette section. 

Proposition 2.2. Pourt,e > suffisamment petits I'hypersurface douhlee 
MX est non singuliere et homeomorphe au collage determine par la subdivi- 
sion T des varietes produit 

MXi(*) X Mygfc"' W' l = l,--- ,n. 

Preuve. Soit y = {C/2 - /2^t(Z) = 0,/i,t(Z) = 0} C CP"+Hl,fc), 
t > petit, I'hypersurface reelle se deformant sur X (WY est homeomorphe 
a MX). On note comme dans la sous-section ^31 -'^fc et X2k les hypersurfaces 
definies pour t > petit par fi^t et /2,t, respectivement, et on pose MXfc^-(_ := 
{Z e RXk, kt{Z)^ 0}, RXk,+{g) := RXk,+ n Rig). 

Soit g S (2/2)". On montre que la partie MY{g) de My se projettant 
sur RXk^+{g) est homeomorphe au collage des 

RXi{gi)xmY^-'{g2), / = !,••• ,n-l, 

tels que (51,52) = (vr o ai){g) et de 

(MX,"nM(r7)) xRY^l. 

D'apres le corollaire ll.H I'espace RXk^+{g) est homeomorphe a S'^nS'inM(5) 
qui s'obtient par collage des 

C'^^ifi) + C%^-. Jfr') c g{Fl) + g{Fr') = g{F% / = 0, • • • , n. 

En utilisant Le Lemme [2 .21 la remarque 12.11 et le fait que C|.„(/") est 
homeomorphe a RX^r\R{g), on obtient alors que RX^^+ig) est homeomorphe 
au collage des 

MXi(5i) xMP:;!-'((72), / = l,---,n-l 
tels que (51,52) = (vr o a/) (5) et de 

(MX^ nM(5)) X MP°. 

Sachant que My (5) est homeomorphe au double de MXfc^+(5), on obtient 
que My (5) est homeomorphe au collage pour / = 1, • • • ,n — 1 des doubles 
des MX[(5i) X MP_;!-'(52) verifiant (51 152) = (vr o a/) (5) et du double de 
(MX^ n M(5)) X MP°. II reste a remarquer que le double de MX[(5i) x 
MP+"'(52) est homeomorphe a MX^(5i) x My2'^"'(52) et que le double de 
(MX^ n M(5)) X RPl est homeomorphe a (MX^ n M(5)) x RY^^.. □ 

Notons que Myg*}. est soit vide, soit reduit a deux points distincts suivant 
le signe du coefficient devant dans f2{z) (voir la remaraue l2.1jl . 

Rappelons que Xk (resp. X2fc) designe I'hypersurface de CP" definie par 
fi^t (resp. f2.t) pour t > suffisamment petit. La remarque qui suit, qui ne 
sera pas utilisee, implique que dans la proposition 12 . 21 on peut remplacer X^ 
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par Xk n X{FI) et Y^/^ par le plan double associe au tronque de f2,t sur 

Remarque 2.2. Ui etant la restriction d'une application affine sur M", 
on a, pour tout < t < 1 et tout I = 0, • • • ,n, des homeomorphismes de 
paires 

{RX{Fi),RXi) ~ {RX{Fi),RX{Fi)nRXk), 

{RX{F^-^),RX^-^) ~ {RX{F^^^),RX{F^-^) nRX2k). 

Cette remarque est une consequence directe de I'observation suivante. 
Soit ft{z) = X^^g^ a^t^^"')^"' un polynome de Viro associe a une application 
u restriction d'une application affine (yi, • • • i— > Y17=i ^iUi + '^o- Si / 
designe le polynome obtenu en posant t = 1 dans ft, alors ft{z) = t'^'^ f{z) 
oil z = (zi, • • • , Zn) ^ z = (zi, • • • , i„) est le changement de coordonnees 
du tore (C*)"" defini par ij = t^^Zi. 

ExEMPLE 2.2 (Suite de l'exemDle l2.1() . Si vi est la restriction de Vapplication 
iui, ■ ■ ■ tUu) yi + 2^2 + • • • + nyn et V2 e.st Vapplication nulle, alors les 
homeomorphismes RX{F^) MX(F-[) plus haut sont donnes par les restric- 
tions de Vapplication (Zq : Z\ : Z2 : • • • : Z^) '-^ {Zq : tZi : t^Z2 : • • • : t^Zn) 
et les homeomorphismes MX(F^~') — > RX(i^^~') sont donnes par I'identite. 

3. Asymptotiques de nombres de Betti 

3.1. Comportement asymptotique. Soit i un entier positif. 
On note, respectivement, 

MaxkiRX^) et Max bi{RY^i^) 

la valeur maximale des nombres de Betti 6i(MX^) prise sur I'ensemble des 
hypersurfaces de degre m dans CP" pour m et n fixes, et la valeur max- 
imale des nombres de Betti 64(1^1^21) prise sur I'ensemble des plans doubles 
Y^j^ = {[72 _ /2fc(Z) = 0} C CP"+Hl,A;) associes a des polynomes f2k de 
degre 2k pour k et n fixes. 
On s'interesse aux suites 

{Max fei(MX-))^^^ , {Max hiRY2l)) k>v 

et plus particulierement a leurs comportements asymptotiques. 
Ici et par la suite, I'expression 

Tl{n, m) 

designera une fonction "reste" de n et de m comprise entre deux fonctions 
polynomiales de degre n en m (dont les coefficients ne dependent pas de m). 
En particulier, on aura 

TZ{n,m)/m^^^ ^ pour 

L'inegalite de Smith-Thom (voir I'introduction) implique immediatement 
que Max bi{RXl^) < b^X^^) et Max bi{RY^,^) < b^Y^,.). A titre d'information. 
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en utilisant |Da-Kho] (on pourra voir aussi |De-Kha] section 2.2), on ob- 
tient les formules suivantes 

Cela donne en particulier 

Max biiRX";!^) < + 7^(n - 1, m), Max bi{RY^f^) < 2"A;" + 7^(n - 1, fc). 

Proposition 3.1. // existe des nombres reels Cj „ et 5 pour lesquels 
on ait les equivalences asymptotiques suivantes 

Max ~ Ci,n • Max h{RY^,^) ~ (5i,„ • A:" 

pour m (resp. k) ^ +oo. 

PREUVE. On commence par demontrer I'existence de Ci n- La demonstration 
qui suit est une generalisation directe de celle donnee dans |Blj de I'existence 
deCj3. L'inegalite de Smith-Thom implique que la suite {Max 6i(MX^)/m")m>i 
est bornee, et done admet une limite superieure L. On montre que cette suite 
converge vers L de la maniere suivante: pour un e > donne, on construit 
avec la methode de viro une famille d'hypersurfaces non singulieres RXJ^ 
telle que 6j(MX^)/m" > L — e pour tout degre m suffisamment grand. 

Soit e > 0. Par definition de L, il existe un hypersurface de suff- 
isamment grand degre niQ telle que 6j(MX^p)/mo" > L — e/2. On pent 
choisir X^^ de telle sorte que RX^^ n'intersecte aucun des hyperplans de 
coordonnees {Zi = 0}, autrement dit que RX^^ est contenu dans le tore 
reel (R*)"' (en particulier mo doit etre pair). 

Rappelons que dans ce papier par polytope (ou simplexe ...) on entend 
polytope convexe a sommets entiers. De meme, par subdivision ou triangu- 
lation d'un polytope, on entendra subdivision ou triangulation a sommets 
entiers. Rappelons egalement que Ton note le polytope de Newton d'un 
polynome affine generique de degre m en n variables. 

Pour tout nombre entier p > 1, on choisit une triangulation convexe de 
Tp dont tons les n-simplexes sont de volume euclidien 1/n! ou autrement 
dit qui contient p"' n-simplexes (une telle triangulation est dite primitive, 
ou unimodulaire, on pent voir |I-Vj pour des exemples). Chacun de ces 
n-simplexes est I'image de T" par une transformation de AFFniZ). Con- 
siderons maintenant la triangulation de obtenue en appliquant 

I'homothetie de rapport mo+n+1 a la precedente triangulation. La triangu- 
lation de T^(^^_,_„_,_^j que Ton obtient est bien sur convexe et est constituee 
de p"" n-simplexes de volume euclidien (mo + n + l)"/n!. Chacun de ces 
n-simplexes est I'image de T^g_|_„_|_i par une transformation de ^FF„(Z). 
Sachant que (1, • • • , 1) + est contenu a I'interieur de T^g_,_„_,_i, on pent 
done placer a I'interieur de chacun des n-simplexes de la triangulation de 
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^^(mo+n+1) I'image de par un element de AFFn{1)- On raffine alors la 
triangulation de en une triangulation convexe, que Ton note r, 

contenant images disjointes de par des elements de j4FF„(Z). 

Les images de contenues dans r etant disjointes, on pent trouver 
un polynome / de polytope de Newton verifiant les conditions 

suivantes. 

• Si F est I'une des images de T^^, mentionnee plus haut, alors 
est I'image d'un polynome non degenere definissant I'hypersurface 

PS''^ transformation de AFFn{'L) correspondante. 

• est non degenere pour tout F ^ t. 

Soit ft un polynome de Viro tel que ft = f pour t = 1 et defini par 
une fonction v determinant la subdivision r. Le theoreme de Viro implique 
alors que pour t > suffisamment petit I'hypersurface WX^^^^_^^_^-^^ est non 
singuliere et homeomorphe au collage, determine par r, des hypersurfaces 
{fF = 0} n [R*]"-, F e T. Si F G T est I'une des images de T^^ 
precedentes, alors {f^ = 0} n (M*)" est homeomorphe a RX^^ n (M*)", et 
done a MX^^^ puisque, par hypothese, RX^^ n'intersecte pas les hyperplans 
de coordonnees de CP" . On obtient done copies homeomorphes de RX^^^ 
qui sont disjointes dans RX^^^^^^^^-^y Par consequent, 6i(MXp(^Q+„+i)) > 
p'"6i(MX;;j, et done 
(3.1) 

6,(MXp(„„+„+i)) ^bjRJQJ_bmx^_^^ 1 1 



• (mo + ?i- + 1)" mo" mo" (1 + (n + l)/mo)" 



Sachant que '^^^T" > L — e/2, et que la suite {Max 6i(MX^)/m")m>i est 
bornee, I'inegalite H3.1|) implique que, quitte a choisir une surface X^^ de 
plus grand degre mo, on a 

^ ' ' p" • (mo + n + 1)" ~ mo" ^ 

Soit po ^ 1 un nombre entier et soit {^p(mo+n+i)"; P ^ Po} une famille 
formee d' hypersurfaces construites comme precedemment pour chaque p > 
Po et verifiant H3.2() . On complete cette famille en une famille J- = {X^, m > 
Po{mo + n + 1)} de la maniere suivante Pour tout nombre entier m tel que 
p(mo + n + l) <m< {p + l)(mo + n + 1) avec p > po, on construit une 
hypersurface X^ en lissifiant I'union de Xp^^^^-^^^+i) ^'Vec m — p{mo + n + 1) 
hyperplans n'intersectant pas les p" copies homeomorphes de RX^^^ qui sont 
contenues dans RX^^^^_^^^-^^-^ (on pent prendre des hyperplans proches des 
hyperplans de coordonnees). On a alors 6j(MX^) > p" • bi{RX^^), et done, 
sachant que m < (p + l)(mo + n + 1) 
(3.3) 

biiRXZ) ^ bi(RX]^J _ h{RX:i,J 1 ^ 



m" - mo" mo" ^ [(1 + (n + l)/mo)(l + l/j?)]"- 
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Maintenant, les inegalites !^'A.2^ . et le fait que {Max 5j(MX^)/m")m>i 
soit bornee impliquent que si po est sufRsamment grand, alors toute hyper- 
surface appartenant a J- verifie 

^ ' ' ~ mo" 

ce qui, avec — " > L — e/z, impiique que 

m" ~ 

Cela termine la demonstration de I'existence de C,in- 

L'existence de 5 pent se montrer exactement de la meme maniere. 
Soit L la limite superieure de la suite Max hi{UY!^f^) / , et soit e > 0. II 
existe un polynome reel f2ko non degenere (de degre 2A;o en n variables) tel 
que le plan double reel associe Y^^,^ = {[/^ — f2ko{Z)} C CP"~*"^(1, fco) verifie 
hi{RY2j^^) / ko^ > L — e/2. On pent de plus, quitte a augmenter /cq, choisir 
ce polynome de telle sorte que {f2ko ^ 0} n'intersecte pas les hyperplans de 
coordonnees de MP". Pour ce faire, on pent utiliser la metliode de Viro et 
considerer une subdivision polyedrale convexe de T]^(^j^^_^^_^^-^ qui contienne 
le simplexe (2, • • • ,2) + 7"^^ (ce dernier est situe a I'interieur de ^2(fco+n+i))' 
ainsi qu'un polynome / de polytope de Newton T^^^^ verifiant les con- 
ditions suivantes: 

• le tronque de / sur (2, • • • , 2) + T^^^ est (zi • • • Znf'f2ko{z), 

• SI F est un polytope de la subdivision entierement contenu dans 
une face de Tl^^^^^^^^^y alors {/^ = 0} n (R*)" = 0, 

• pour tout polytope F de la subdivision, le polynome est non 
degenere. 

Si /2(fco+n+i) designe un polynome non degenere obtenu par la methode de 
Viro a partir de ces donnees (obtenu pour t > suffisamment petit, a partir 
d'un polynome de Viro ft verifiant ft = f pour t = 1 et associe a une fonc- 
tion v certifiant la convexite de la subdivision precdente), alors clairement 
{/2(fco+n+i) ^ 0} n'intersecte pas les hyperplans de coordonnees de MP", et 
de plus, si ko est suffisamment grand, le plan double associe 5^2"fco+n+i) ~ 
{U^-f2iko+n+i)iZ)} C CP"+ni, ko) verifie h{RY^^^,^^^^^^^) / {ko + n + 1)" > 
L - e/2. 

Etant donne un polynome reel /2fco non degenere tel que le plan double 
reel associe Y^l^ = {U^ - f2ko{Z)} C CP"+Hl,A;o) verifie b^{RY2l^) / ko"" > 
L — e/2 et tel que {f2ko ^ 0} n'intersecte pas les hyperplans de coordonnees 
de MP", on construit ensuite a I'aide de la methode de Viro, pour tout entier 
p > 1, un polynome f2p(ko+n+i) non degenere de degre 2p{ko -|- n -j- 1) tel 
que {/2p(fco+n+i) ^ 0} contienne p" copies homeomorphes et disjointes de 
{f2ko ^ 0}. On termine alors de la meme maniere que dans la demonstration 
de l'existence de Ci n- □ 
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3.2. Estimations des d„ et 5 i^n- Les valeurs exactes des ^ „ et 5 
sont connues pour les premieres dimensions (on a bien sur (^^ „ = si z > n 
et (5 = si i > n + 1): 

^0,0 = 2, Co,i = "^o,! = '^1,1 = 1' Co,2 = Cl,2 = 2' 

La valeur | pour Co,2 et Ci,2 est une consequence du fameux theoreme 
d'Harnack disant que le nombre de composantes connexes de la partie reelle 
d'une courbe algebrique reelle non singuliere de degre m dans CP^ est majore 
par ("^ ^)("^ ^) -|- 1 et que cette borne est exacte pour tout degre. 



On connait de plus les estimations suivantes |I3j 

27 , 7 27 ^ 7 
16 - M - 4' g - 1,2 - 2' 



ainsi que |Blj 

13 , 5 13 , 5 

36 - - 12' 18 - ^^'^ - 6 
Des bornes superieures pour les n et (5 i,n sont obtenues de maniere clas- 
sique en utilisant les inegalites de Smith-Thom et de Comessatti-Petrowsky- 
Oleinik generalisees. 

Proposition 3.2. Soient Cn et les coefficients dominants des nombres 
de Hodge centraux des et l^*^.' 

/i 2 ' 2 (X^) = c„m" + 7^(n — 1, m), n impair, 

h'^'^iY-^k) = Cnk"" +nin-l,k), n pair. 

(1) Si n est pair on a C,in < \, sinon on a C,s—1 „ ^ Ci,n ^ ^~T^ 
pour i 7^ . 

(2) Si n est impair on a 6 ^ 2"'~ , sinon on a ^ ^ — 
6i,n<^^ pouri^^. 

Preuve. On applique a M = et M = Y^^ I'inegalite de Smith-Thom 

t 

K{MM) = ^6i(MM) < K{M), 
1=1 

oh t = dim M, ainsi que, lorsque t est pair, les inegalites de Comessatti- 
Petrovsky-Oleinik generalisees 

t 

2 - h^'^M) < x(IRM) = (-l)'6i(MM) < hh^M). 

1=1 

Le resultat decoule alors de bt-i{RM) = 6i(MM) > 0, b^{X^) = m" + 7^(n- 
l,m) et de b^iY^^) = 2"/c" + 7^(n - 1, A;). □ 
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Les bornes ci-dessus sont en general les meilleures bornes superieures 
connues pour les Cj n ^ i,n- Pour etre complet, les valeurs de Cn et sont 
donnees par les formules suivantes derivees de |Da-Kho] : 

n + l 



n 

3 




n+l 

- - i 
2 J 



b\{a~h)\ 



i=i 

est le coefficient binomial. En partic- 



ulier, on obtient 



_ 2 _ 11 _ 151 

~ 3' 20' ~ 315' 

, _ , _ 115 , _ 5887 

On se propose maintenant d'utiliser notre construction d'hypersurfaces 
doublees reelles afin d'obtenir des bornes inferieures pour les Cj n 5i,n- 

Proposition 3.3. Soit X une hypersurface doublee reelle non singuliere 
de degre 2k dans CP" dont la partie reelle est homeomorphe au collage des 

MXi(*) X My2fc~' W' / = 1, • • • , n, 
comme dans la proposifAon \2.S\ Pour tout entier positif i, on a 



biimx) =\Y,Y1 M^^i) ■ b^-pm^V) \+n{n- 1, k). 

i=l p=0 

Preuve. L'inegalite de Smith-Thorn implique que, pour tout entier 
positif i, Ton a 6i(MX^(*)) = 6i(MX[) + 7^(/ - l,k) et bi{RY^-\*)) = 
bi{MY2ir^) + TZ{n — l,k). En utilisant la formule de Kunneth, on obtient 
ensuite que 6»(MX[ (*) x RY^^-^i*)) = J21=q bpO^K) ' b^-p{^Y^k'^) + 7^(n - 
l,k). Le collage de la proposition se faisant le long d'un nombre fini (pour 
n fixe) de varietes de meme type mais de dimension strictement inferieures 
a n — 1, l'inegalite de Smith-Thorn implique que la contribution du collage 
a bi{RX) est une fonction 7l{n — l,k). q 

Proposition 3.4. Supposons donnes pour I = 1, ■ ■ ■ ,n un polynome fl 
non degenere de polytope de Newton Tj^ et un polynome fl^^T^ non degenere de 
polytope de Newton T^jT^ ■ II existe une hypersurface reelle X non singuliere 
de degre 2{k -1- n -|- 1) dans CP" telle que, pour tout entier positif i, I'on ait 

(n i 
bpimxi) ■ b,.p{RY^,-') ] + n{n- 1, k), 
1=1 p=0 
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oil Xj^ est I'hypersurface definie par f j^ dans CP et Y^j^ est le plan double 
associe a f^~^ dans CP'^~^+^{l,k). 

Preuve. On pose K = /c + n + leton reprend la construction, et 
done les notations, de la seetion |21 afin d'obtenir une hypersurface doublee 
de degre 2K dans CP" (le k de la section [^correspond done au K ici). 
Pour tout entier I compris entre 1 et n, on considere I'image du polynome 
defini par g[.{zi, - ■ ■ , zi) = zi ■ ■ ■ zifl{zi, ■ ■ ■ , zi) par une transformation 
affine envoyant sur la face de T^. On obtient ainsi une collection de 
polynomes / = 1, • • • , n, verifiant: 

• 9k fk definissent la meme hypersurface X^. n (M*)' dans (M*)', 

• le polytope de Newton de 5^ est contenu a I'interieur de F[. 

II existe alors une subdivision polyedrale convexe de contenant les 
pour / = !,••• , n ainsi qu'un polynome, de polytope de newton T^, dont le 
tronque sur chacun des Gj, coincide avec le polynome g^. et dont le tronque 
sur tout polytope de la subdivision est un polynome non degenere. En 
utilisant la methode de Viro a partir de ces donnees, on obtient un polynome 
non degenere de polytope de Newton T^. L' hypersurface X'^ definie par 
ce polynome verifier a alors, pour tout entier positif i et tout entier / compris 
entre 1 et n 

(3.5) biiRX^ n X{Fi)) > bi{RXi) + 7^(/ - 1, A;), 

puisque, pour tout entier I compris entre 1 et n, RX^ n X{Fl) contient une 
copie homeomorphe de Xj^ n (M*)'. 

En procedant de la meme maniere a partir des polynomes /^;^^ on ob- 
tient un polynome de polytope de Newton avec la propriete suiv- 
ante. Si /^^' designe le tronque de /^^^ sur alors, pour tout entier 

/ compris entre 1 et n, I'ensemble {f2K^ > 0} C ]RX(F^~') contient une 
copie homeomorphe de {/^^T' > 0} C MP""'. Par suite, si Y^^^ designe le 
plan double associe a /^^', alors, pour tout entier positif i et tout entier I 
compris entre 1 et n, on a 

(3.6) &i(KlSf ') > H^y2k^) + T^in - I, k). 

II reste a appliquer la proposition 13.31 a I'hypersurface doublee X de 
polytope de Newton construite a partir de et de /l*^ comme dans 
la section |2I Le resultat final decoule ensuite des inegalites 13.51 et 13.51 q 

On pent maintenant enoncer les resultats principaux de cette section. 
Theoreme 3.1. 

^ n— 1 
Co,n — r,„ _ 9 ^ Co,« ■ ^Q,n-l- 



22 



F. BIHAN 



Preuve. La proposition ism (pour i = 0) permet de montrer que 

n 

Max bo{RX^(^^^^^-^^) > ^ (^Max boORXi)^ (^M ax bo{M.Y^k~^)^+n{n-l,k). 

1=1 

En divisant chacun des membres de cette inegalite par {2k)'^ et en faisant 
tendre k vers +oo, on obtient 

1 " 

Co,n - ^ X/ ^0,/ ■ ^ 0,n~l- 
1=1 

II reste a remarquer que le terme donne par / = n dans la somme vaut 

^0,0 ■ Co,n = 2 • Co,n- □ 

Soit / un polynome reel homogene de degre pair en n variables definissant 
une hypersurface reelle X non singuliere dans CP". Une composante con- 
nexe de MX est dite positive (resp. negative) si elle borde par I'exterieur 
une composante connexe de {/ > 0} C MP" (resp. {/ < 0} C MP"). Si Ton 
suppose que / est negatif a I'exterieur de toute composante connexe de MX, 
alors le nombre de composantes connexes positives (resp. negatives) de MX 
coincide alors avec le nombre de composantes connexes (resp. le nombre de 
composantes connexes moins 1) de la partie reelle du plan double associe a 
/ (resp. -/). 

Theoreme 3.2. 

n-l 

^ 0,n > ^ Co,/ ■ ^ 0,n-l + Co,n- 
1=1 

Preuve. On revient a la construction de 1' hypersurface doublee X de 
la section 121 (Proposition 122)). On remarque que les composantes connexes 
de MX sont de deux types, celles qui proviennent de composantes de MXfc^+ 
de bords non vides, et celles, venant par paires (une composante englobe 
I'autre), provenant des composantes connexes de MX^ contenues dans {/2,t > 
0}. On remarque que les composantes connexes du premier type sont toutes 
de meme signe, tandis que dans chaque paire de composantes connexes du 
deuxieme type, une composante est positive et I'autre est negative. On 
obtient alors de la meme maniere que pour la proposition 13.31 

(3.7) boiRY^k) = (Y. ^o(^^fc) • ^0^217^)^ + boiRXl^) + 7^(n - 1, A;), 

si 1^2^ est I'un des plans doubles au dessus de X i.e. Y = {U'^ ± f2k = 
0} C CP""'"^(1, /c) si X = {f2k = 0}. Ensuite, comme dans la preuve de la 
proposition 13. 4| on montre que dans I'egalite 13. 7( quitte a remplacer RY21, 
par ^y2{k+c) ^^^^ dependant pas de k, on pent supposer que les X[ 
et 1^*^"' sont arbitr aires. Finalement, en prenant les maxima de chacun des 
nombres de betti de cette inegalite, en divisant par /c", puis en faisant tendre 
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k vers +00 (voir la preuve du theoreme I.S.ljl . on obtient le resultat souhaite. 
□ 

On se concentre maintenant sur les surfaces algebriques reelles dans CP^. 

Theoreme 3.3. 

6 2 1 ^ 5 612 1 ^ 5 

— + — <Cn3<— , — + -<Ci3<-- 
6 12 - - 12 6 6 - ^'^ - 6 

Preuve. Les bornes superieures sont celles de la proposition l3.2l L'inegalite 
Co 3 — ~ir' ~^ T2 s'obtient a partir du theoreme 13.11 en utilisant les valeurs 
connues Co,i = ^0,1 = 1 et Co, 2 = l/^- Montrons maintenant l'inegalite 
Ci,3 ^ + |- Pour n = 3 et z = 0, l'inegalite de la proposition 13.41 donne 
(apres simplifications, certains nombres de Betti sont nuls pour des raisons 
de dimension, d'autres sont egaux deux a deux par dualite): 

61 (MX) > bo{RXl) ■ 61(^^2!) + 26o(MX|) • hiRY^^) + 

6i(MX|) • bo{RY^^) + 11(2, k) 

En prenant les maxima de chacun des nombres de Betti de cette derniere 
inegalite, en divisiant les deux membres par {2k)^, puis en faisant tendre k 
vers +00, on obtient Ci 3 ^ |(Co 1 "'^ i,2 + 2Co 2 ' 1,1 + Ci 3 " ^o,o)- En utilisant 
les valeurs connues des termes du membre de droite, on obtient le resultat. 

□ 

COROLLAIRE 3.1. 

35 , 5 35 ^ 5 

— < Co3 < — , — < Cl 3 < -• 

96 - - 12 48 - ^'^ - 6 

Preuve. C'est une consequence du theoreme precedent ainsi que des 
inegalites (5o,2 > 27/16 , 61^2 > ^ qui sont prouvees dans ^]. □ 

Remarque 3.1. Les inegalites || < Co,3 if — Ci,3 de |Blj sont 
obtenues de maniere similaire a partir des inegalites (5 0,2 > | ^ 1,2 ^ ^ 
obtenues dans ^j. En fait, on pent extraire de jBlj (voir |Blj . remarque 
2, section 5) les inegalites Co 3 — — + n Ci 3 ^ — ^ + ^ ou T5o,2 

1,2 sont definis comme (5 0,2 (5 1^2 rnais en se restreignant auxT-courbes 
(voir la sous-section \3.!^ pour une definition precise). 

On presente maintenant un tableau recensant les bornes inferieures pour 
les Co n (5 o,n) < 7, obtenues recursivement grace au theoreme l3.2l a partir 
des estimations connues pour n < 2. Les bornes superieures sont celles de 
la proposition 13 . 21 sauf pour les 5 o,n avec n impair pour lesquels on a utilise 
l'inegalite 5 o,n < 2"Co,n (voir la remarque 13.21 plus bas) alliee avec la borne 
superieure pour Co,n de la proposition 13.21 
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n 


Co,n 


<5o,n 




inf 


sup 


inf 


sup 


1 


1 


1 


1 


1 


2 


1 

2 


1 
2 


27 
16 


7 
4 


3 


35 
96 


5 

12 


245 
96 


10 
3 


4 


^~0'27 


1 
2 


1805 A c\'i 


307 ^6 4 

48 


5 


22181 n o 
107520 ^' ^ 


31 
80 


687611 ^(5 4 
107520 ^ 


62 
5 


6 


1612753 - n Ifi 
9999360 ^' 


1 
2 


1612753 . . in Ifi 
158720 ~ -^0' 


17407 ^ 24 17 
720 ~ ^"^i ^ ' 


7 


854473649 r, 107 
6719569920 u, 


If -0,37 


108518153423 1 « 1 c; 
6719569920 


14912 ^ 47 34 
315 'I'j'J^ 



Tableau 1. 



Remarque 3.2. On a 

2"^Vo,n < (^O.n < 2"'Co,n 

car tine composante connexe d'une hypersurface projective IR^2fc ~ {f2k = 
0} C MP" esi sozt positive soit negative, ce qui implique que i6o(MX^fc) < 
6o(M^2fc) — ^0(1^X2^) pour I'un ou V autre des plans doubles Y^f. = {U'^ ± 
hk{Z) = G}. 

On pent trouver une borne moins bonne que celle du theoreme 13.21 mais 
beaucoup plus facilement calculable. 

Proposition 3.5. 

Co,n — 2n-l ■ 

Preuve. On obtient le resultat par recurrence a partir des inegalites 
Co,n > 2^^'i=i ■ ^o,n-i et 5o,n > 2"~^Co,n ^u tlieoreme EH et de la 
remaraue 13.21 q 
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3.3. Cas des T-hypersurfaces. Un T-polynome est un polynome de 
Viro ft pour lequel la subdivision polyedrale (de son polytope de Newton) 
associee est une triangulation dont I'ensemble des sommets correspond ex- 
actement a I'ensemble des monomes de ft- Une T-hypersurface est une 
hypersurface definie, pour t > suffisamment petit, par un T-polynome. 
Notons que generiquement un polynome de Viro est un T-polynome. Le 
type topologique de la partie reelle d'une T-hypersurface definie par un T- 
polynome ft ne depend que des signes (et done pas de la valeur absolue) des 
coefficients de ft et de la triangulation associee. La procedure permettant 
d'obtenir le type topologique de la partie reelle d'une T-hypersurface a partir 
de la triangulation associee et de la distribution de signes aux sommets de 
cette triangulation est appelee patchwork combinatoire ou T-construction 
(pour une description precise du patchwork combinatoire, voir, par exem- 
ple, |I-Sl ll-Vj l. La famille des T-hypersurfaces de degre et dimension 
donnes est assez rigide, (on peut noter, par exemple, que si / est un T- 
polynome affine en n variables et a est un changement de coordonnees affines 
, alors en general, le polynome f o a n'est pas un T-polynome) et I'on doit 
s'attendre a ce qu'elle soit strictement contenue dans la famille correspon- 
dante d'hypersurfaces algebriques reelles. Itenberg a montre I'existence 
de courbes algebriques reelles planes qui ne sont pas des T-courbes. Plus 
recemment, Itenberg et Shustin |I-Sj ont montre I'existence d'hypersurfaces 
algebriques reelles dans CP" qui ne sont pas des T-hypersurfaces pour tout 
n > 7 et tout m suffisamment grand. Le but ici est d'obtenir le resultat 
similaire pour des dimensions infer ieures. 

On commence par remarquer que la proposition a son equivalent 
direct pour les T-hypersurfaces. 

Soit i un entier positif. On note, respectivement, 

TMaxb^{RX^) et T M ax b^{RY^f^) 

la valeur maximale des nombres de Betti bi{MX'^) prise sur I'ensemble des T- 
hypersurfaces de degre m dans CP" pour m et n fixes, et la valeur max- 
imale des nombres de Betti bi{WY2i^) prise sur I'ensemble des plans doubles 
Y^^ = - f2k{Z) = 0} C CP"+Hl, k) associes a des des T-polynomes f2k 
pour k et n fixes. 

Proposition 3.6. // existe des nombres reels T^^ ^^ et T6 pour lesquels 
on ait les equivalences asymptotiques suivantes 

TMax bi{RXj^) ~ Td^n ' TMax bi{RY:^f,) ~ T5i^n ■ k"" 

pour m (resp. k) ^ +oo. 

PREUVE. On montre exactement comme dans la preuve de la proposition 
13.11 que la suite TMax bi{RX^)/m'^ converge vers sa limite superieure L. 
On se contente d'indiquer ici les modifications a apporter de maniere a ce 
que les hypersurfaces construites dans la preuve de la proposition 13. II soient 
des T-hypersurfaces verifiant les memes proprietes. 
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Soit une T-hypersurface telle que 5j(MX^y)/mo" > L — e/2. On 
note r la triangulation convexe de T^^ et Dr la distribution de signes aux 
sommets de r qui sont associees a X^^^ . 

Par la suite, I'image de r par une transformation affine A G AFF^CIj) 
sera la triangulation convexe A(r) de A{TJ^^) constituee des A(7) pour 
7 S T et I'image de Dr par A sera la distribution de signes A(Dt-) aux 
sommets de A(r) attribuant a A{w) le signe attribue par Dr a w. 

On pent supposer, quitte a augmenter mo, que la T-hypersurface X^^ 
n'intersecte pas les hyperplans de coordonnees de MP". En effet, soit A G 
AFFn{Z) la translation par (1, • • • ,1) et soit c = 1 ou 2 tel que mo + n + c 
est pair. On etend A(t) en une triangulation convexe f de T^g+^+c de telle 
sorte que chacun des sommets de f situe sur le bord de T^g+^+c appartienne 
a (2Z)", puis on etend A{Dr) en une distribution de signes Df de telle 
sorte que Df attribue le meme signe a tous les sommets situe sur le bord 
de r^g_|_„_|_c- Clairement, si X^^_^j^_^^ est une T-hypersurface associee a f 
et D{f), alors X^^_^^_^^ n'intersecte pas les hyperplans de coordonnees de 
MP" et verifie 6j(MX^|j_,_„_,_j,)/mo" > L — e/2 pour mo suffisamment grand. 

Pour construire les hypersurfaces X^^^^^_^^_^-^-^ comme des T-hypersurfaces, 
on utilise une triangulation convexe de P^(„y_|_„_,_x) ainsi qu'une distribution 
de signes qui etendent les images correspondantes de r et de D{t). 

Finalement, pour completer la famille de T-hypersurfaces X^^_^^_^^_^-^^y 
P > Po, en une famille de T-hypersurfaces = {X^, m > po{mo + n + 1)}, 
on considere, pour tout entier m tel que p{mo + n + l) <m< (p + l)(mo + 
n + 1) avec p > po, une triangulation convexe de T^ et une distribution de 
signes a ses sommets qui etendent la triangulation convexe de T^(^^^_^^_^i-^ et 
distribution de signes correspondante. 

La preuve de I'existence de T5 s'obtient a partir de la preuve de 
I'existence de 5 par les modifications similaires. q 

On a bien sur TCj „ < hi^n et TSi^n < Pour les petites dimensions, 
on a en fait des egalites: 



'0,0 = T5 0,0 = 2, Co,i = <Jo,i = 5 1,1 = 7'Co,i = o,i = T5 i,i -- 
Co,2 = Ci,2 = ^Co,2 = ^Ci,2 = \ (voir, par exemple, II ). 



On connait de plus les estimations suivantes |I3j 

27 27 

T(5o,2 > 7^, T(5i 2 > — 

lb 8 

ainsi que 

1 16 97 7 

- < TCn. Q < — , < TCi , < -. 

4 - - 39 144 - ^^'^ - 9 

Les bornes inferieures pour T^g 3 et TQ^^ proviennent de |B3j et ^j, re- 

spectivement, les bornes superieures proviennent d'un article recent |I-Sj 

d'ltenberg et Shustin, duquel est extrait la proposition suivante. 
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Proposition 3.7 ( |I-Sj ). Pour tout n>A, on a 

2n-i 



Comme consequence de cette proposition et de notre construction, on 
obtient le resultat suivant. 

Theoreme 3.4. Pour tout n > 5, on a 

2^Co,n < Co 

En particulier, pour tout n > 5 et tout degre m suffisamment grand, il existe 
des hypersurfaces algebriques reelles X'f^ de degre m dans CP" qui ne sont 
pas des T -hypersurfaces. 

Preuve. On obtient n > 5 ^ Co,n > g^^ce au lemme 13.51 pour 
n > 7 et du tableau 1. pour n = 5 et 6. II reste a appliquer la proposition 

EH □ 



Remarques conclusives. 

1. Une variete algebrique reelle lisse X est appelee M-variete si elle rend 
exacte I'inegalite de Smith-Thorn i.e. si b^(MX) = b^(X). II existe des M- 
hypersurfaces X^ pour tout m et n |1- Vj . Une famille d'hypersurfaces X^^ 
est dite asymptotiquement maximale si 6*(MX^) = 6^,(X^) + 7^(n — 1, m) = 

+ TZ{n — l,m). On remarque que la famille des hypersurfaces doublees 
construites dans la section [21 est asymptotiquement maximale si c'est la cas 
pour chacune des families d'hypersurfaces et Xl^^K 

2. On pent montrer des resultats du meme type que la proposition 13.11 
pour d'autres invariants topologiques que les nombres de Betti individu- 
els. Par exemple, en reprenant la preuve de la proposition 13.11 on montre 
aisement I'existence d'un reel Xn tel que Max x(^^m) ~ Xn ■ rn^- 
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